Université de Bourgogne — Licence 3 — 2019-2020 Analyse Fonctionnelle

TD5 : Produit de convolution et transformée de Fourier

Exercice 1. Soient f € L*(R,\) et g € LP(R,\) avec 1 < p < 400 et A la mesure de Lebesgue.
Mountrer que pour presque tout x € R, la fonction y — f(z — y)g(y) est intégrable sur R et que le
produit de convolution de f et g défini par

fxglz) = /R f(& - y)g(y) dy

verifie fx g(x) = g f(x) et
1> glly < Il fllxllgllp

Exercice 2. Soient «, 8 € R tels que a < 8. On pose f =1 _q.q) €t g=1[_5 -
1. Montrer que le produit de convolution de f et g est bien défini.
2. Calculer f x g pour tout = € R.
3. Etudier la régularité de f, g et fxg.

Exercice 3. Soient 1 < p < 4ooet 1 < g < +4oo tels que % + % = 1. On suppose f € LP(R, \) et
g € LY(R, \) avec A la mesure de Lebesgue.

1. Montrer que le produit de convolution de f et g est une fonction bornée sur R qui vérifie

1 > glloo < 1 F1lnllgllq-

2. Montrer que f % g est uniformément continue sur R.
Indication : on pourra utiliser 'exercice 8 du TD2.

Exercice 4. Soient f,g € L}(R,\) avec A la mesure de Lebesgue.
1. Supposons que g appartient a Cs°(R). Montrer que f x g est de classe C* sur R.
2. Soit 6 € C°(R,Ry) telle que [, 6(z) dz = 1. Etant donné € > 0, on pose, pour tout z € R,

5o(w) = Lo (f) .

e 3

(a) Montrer que pour tout 1 > 0, lim._,q f\x|>n de(z) dz = 0.
(b) Soit f € C.(R). Montrer que f xd. € C®(R) et que lim._,q || f *xd — f]l1 = 0.
Indication : on pourra utiliser luniforme continuité de la fonction f.

(c) En déduire que C° est dense dans L!(R, ).

Exercice 5. On considére R muni de la mesure de Lebesgue A. La transformée de Fourier d’une
fonction intégrable est définie par

FO0 = ) = o= [ f@e i)

1. Soit F(z) = e~*|. Calculer la transformée de Fourier F.

2. Soit a > 0. Quelle est la transformée de Fourier de f,(z) = ﬁ 7
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